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1. Введение
1.1. Основные понятия
Система – совокупность взаимосвязанных элементов. 

Элемент – простейшая, неделимая часть системы с точки зрения решения конкретной задачи по исследованию системы.
Структура – совокупность наиболее важных и устойчивых связей между элементами системы.
Модель – объект-заместитель, абстрактный или реальный, служащий для изучения некоторых свойств объекта-оригинала.

Моделирование – замещение одного объекта другим с целью получения информации о важнейших свойствах объекта-оригинала с помощью объекта-модели. Таким образом, экспериментирование с оригинальным объектом заменяется экспериментированием с моделью.

1.2. Классификация видов моделирования 
В зависимости от характера изучаемых процессов можно выделить следующие виды моделирования [8, с. 31–37]:

Детерминированное моделирование отображает детерминированные процессы (в которых предполагается отсутствие всяких случайных воздействий). Стохастическое моделирование отображает вероятностные процессы и события. В этом случае анализируется ряд реализаций случайного процесса, и оцениваются средние характеристики, т. е. набор однородных реализаций. Статическое моделирование служит для описания поведения объекта в какой-то конкретный момент времени. Динамическое моделирование отражает поведение объекта во времени. Дискретное моделирование служит для описания процессов, которые предполагаются дискретными. Непрерывное моделирование позволяет отразить непрерывные процессы в системах. Дискретно-непрерывное моделирование используется в смешанных случаях. 
В зависимости от формы представления объекта можно выделить мысленное и реальное моделирование. Мысленное моделирование часто является единственным способом моделирования объектов, которые либо практически нереализуемы в заданном интервале времени, либо существует вне условий, возможных для их физического создания. Мысленное моделирование может быть реализовано в форме наглядного, символического и математического моделирования.
При наглядном моделировании на базе представления человека о реальных объектах создаются: различные наглядные модели, отображающие явления и процессы, протекающие в объекте. В основу гипотетического моделирования исследователем закладывается некоторая гипотеза о закономерностях протекания процесса в реальном объекте, которая отражает уровень знаний исследователя об объекте и базируется на причинно-следственных связях между входом и выходом изучаемого объекта. Гипотетическое моделирование используется, когда знаний об объекте недостаточно для построения формальных моделей. 

Аналоговое моделирование основывается на применении аналогий различных уровней. Наивысшим уровнем является полная аналогия, имеющая место только для простых объектов. С усложнением объекта используют аналогии последующих уровней, когда аналоговая модель отображает несколько сторон или всего одну сторону функционирования объекта. 

Мысленное макетирование может применяться в случаях, когда протекающие в реальном объекте процессы не поддаются физическому моделированию, либо может предшествовать проведению моделирования других видов. В основе построения мысленных макетов также лежат аналогии, однако обычно базирующиеся на причинно-следственных связях между явлениями и процессами в объекте.

При знаковом моделировании вводятся условные обозначения отдельных понятий, т. е. знаки, а также определенные операции между этими знаками. С помощью знаков и операций можно дать описание реального объекта.

В основе языкового моделирования лежит некоторый тезаурус, т. е. фиксированный набор понятий. В отличие от обычного словаря, тезаурус – это словарь, в котором отсутствует неоднозначность, т. е. к каждому слову в нем может соответствовать лишь единственное понятие.

Таким образом, символическое моделирование представляет собой искусственный процесс создания логического объекта, которым замещается реальный объект. Логический объект выражает основные свойства отношений реального объекта с помощью определенной системы знаков или символов. 

При реальном моделировании используется возможность исследования различных характеристик либо на реальном объекте целиком, либо на его части. При этом на реальном объекте могут организовываться специальные режимы. Реальное моделирование является наиболее адекватным методом, но при этом его возможности ограничены, поскольку, например, проведение реального моделирования с АСУ предприятия потребует, во-первых, создания такой АСУ, а во-вторых, проведения экспериментов с реальным объектом управления, т. е. предприятием. 

Натурное моделирование – это проведение исследования на реальном объекте с последующей обработкой результатов эксперимента. Физическое моделирование отличается от натурного тем, что исследование проводится на установках, которые сохраняют природу явлений и обладают физическим подобием. 

С точки зрения математического описания объекта и в зависимости от его характера модели можно разделить на аналоговые (непрерывные), цифровые (дискретные) и аналого-цифровые (комбинированные). Под аналоговой моделью понимается модель, которая описывается уравнениями, связывающая непрерывные величины. Под цифровой моделью понимается модель, которая описывается уравнениями, связывающими дискретные величины, представленные в цифровом виде. Под аналого-цифровой моделью понимается модель, которая описывается уравнениями, связывающими непрерывные и дискретные величины. 

Для исследования характеристик процесса функционирования любой системы математическими методами, включая и машинные, должна быть проведена формализация этого процесса, т. е. построена математическая модель.

Математическое моделирование – процесс установления соответствия данному реальному объекту некоторого математического объекта, называемого математической моделью, и исследование этой модели, позволяющее получать характеристики рассматриваемого реального объекта. Вид математической модели зависит как от природы реального объекта, так и от задач исследования объекта, требуемой достоверности и точности решения задачи. Математическая модель, как и всякая другая, описывает реальный объект лишь с некоторой степенью приближения к действительности. 

Для аналитического моделирования характерно то, что процессы функционирования элементов системы записываются в виде некоторых функциональных соотношений (алгебраических, интегральных, дифференциальных, конечно-разностных и др.) или логических условий. Аналитическая модель может быть исследована следующими методами: 

– аналитическим, когда стремятся получить в общем виде явные зависимости для искомых характеристик;
– численным, когда стремятся получить числовые результаты при конкретных начальных данных;
– качественным, когда, не имея решения в явном виде, можно найти некоторые свойства решения (например, оценить устойчивость решения).

Рис. 1.1. Классификация видов моделирования систем
При исследовании сложных систем аналитическими методами возникают значительные трудности. Поэтому приходится упрощать модель, чтобы иметь возможность изучить хотя бы общие свойства системы. Численный метод позволяет исследовать более широкий класс систем по сравнению с аналитическим методом. 

При имитационном моделировании алгоритм, реализующий модель, воспроизводит процесс функционирования системы во времени. При этом имитируются элементарные явления, составляющие процесс, с сохранением их логической структуры и последовательности протекания во времени, что позволяет по исходным данным получить сведения о состояниях процесса в определенные моменты времени и, тем самым, оценить характеристики системы. 

Основное преимущество имитационного моделирования (ИМ) по сравнению с аналитическим – возможность решения более сложных задач. Имитационные модели позволяют достаточно просто учитывать такие факторы, как: 

– наличие дискретных и непрерывных элементов;
– нелинейные характеристики элементов системы;
– многочисленные случайные воздействия и др.

Имитационное моделирование – наиболее эффективный метод исследования больших систем [8, с. 31–37]. 
Сферы применения имитационного моделирования:

– проектирование и анализ производственных систем;
– оценка различных систем вооружений и требований к их материально-техническому обеспечению;
– опре6деление требований к оборудованию и программному обеспечению компьютерных систем;
– проектирование и анализ работы транспортных систем (аэропортов, автомагистралей и др.);
– оценка проектов создания различных организаций массового обслуживания (заведения быстрого питания, больниц, отделений связей);
– модернизация различных процессов в деловой сфере;
– определение политики в системах управления запасами;
– анализ финансовых и экономических систем [5, с. 20].
1.3. Формальная модель объекта

Модель объекта моделирования, т. е. системы S, можно представить в виде множества величин, описывающих процесс функционирования реальной системы и образующих в общем случае следующие подмножества [8, с. 46–49]:

– совокупность входных воздействий на систему 
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– совокупность воздействий внешней среды
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– совокупность внутренних (собственных) параметров системы
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– совокупность выходных характеристик системы
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При этом в перечисленных подмножествах можно выделить управляемые и неуправляемые переменные.
В общем случае xi, vl, hk, yj являются элементами непересекающихся подмножеств и содержат как детерминированные, так и стохастические составляющие. 

При моделировании системы S входные воздействия, воздействия внешней среды E и внутренние параметры системы являются независимыми (экзогенными) переменными, которые в векторной форме имеют вид:
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Выходные характеристики системы являются зависимыми (эндогенными) переменными и в векторной форме имеют вид:
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Процесс функционирования системы S описывается во времени оператором FS, который в общем случае преобразует экзогенные переменные в эндогенные в соответствии с соотношением вида:
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Совокупность зависимостей выходных характеристик системы от времени 
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 называется выходной траекторией y(t). Зависимость (1.1) называется законом функционирования системы S и обозначается FS. В общем случае закон функционирования может быть задан в виде функции, функционала, логических условий, в табличной форме, в алгоритмической форме, в графической форме, в виде словесного правила. 

Алгоритм функционирования системы S обозначается AS и означает метод получения выходных характеристик с учетом входных воздействий x(t), воздействий внешней среды v(t) и собственных параметров системы h(t). 

Один и тот же закон функционирования FS системы S может быть реализован с помощью разных алгоритмов функционирования AS. 

Соотношение (1.1) является математическим описанием поведения объекта моделирования во времени t, т. е. отражает его динамические свойства. Поэтому математические модели такого вида принято называть динамическими моделями (системами). 
Для статических моделей соотношение (1.1) в векторной форме выглядит так: 
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Состояние системы – совокупность значений ее свойств в конкретные моменты времени:
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Если рассматривать процесс функционирования системы S, как последовательную смену состояний, то они могут быть интерпретированы как координаты точки в так называемом фазовом пространстве размерности nZ. Причем каждой реализации процесса будет соответствовать некоторая фазовая траектория. Совокупность всех возможных значений состояний {z} называется пространством состояний Z объекта моделирования. 

Состояние системы S в моменты времени 
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Уравнение (1.3) по начальному состоянию 
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 и экзогенным переменным x, v, h определяет вектор-функцию z(t), а уравнение (1.4) по полученному значению состояния z(t) определяет эндогенные переменные y(t) на выходе системы. Таким образом,
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(1.5)
В общем случае время в модели системы S может рассматриваться на интервале моделирования (0, Т) как непрерывное, так и дискретное, т. е. квантованное на отрезки длиной 
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– общая длительность времени моделирования.

Таким образом, под математической моделью объекта (реальной системы) понимают конечное подмножество переменных {x(t), v(t), h(t)} вместе с математическими связями между ними и характеристиками y(t).

Если математическое описание объекта моделирования не содержит элементов случайности или они не учитываются, т. е. если можно считать, что в этом случае стохастические воздействия внешней среды v(t) и стохастические внутренние параметры h(t) отсутствуют, то модель называется детерминированной в том смысле, что характеристики однозначно определяются детерминированными входными воздействиями:
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(1.6)
Детерминированная модель является частным случаем стохастической модели [8, с. 46–49]. 
2. Дискретно-событийное моделирование
Имитационные модели, которые мы далее рассмотрим, будут дискретными, динамическими и стохастическими.
Дискретно-событийное моделирование используется для построения модели, отражающей развитие системы во времени, когда состояния переменных меняются мгновенно в конкретные моменты времени. В такие моменты времени происходят события, которые и изменяют состояние системы. Теоретически дискретно-событийное моделирование можно осуществлять с помощью вычислений вручную, но объем данных, как правило, столь велик что моделирования реальных систем используется компьютер [5, с. 25]. 

2.1. Система с одним устройством обслуживания

В качестве примера такой системы можно рассматривать парикмахерскую или справочное бюро в аэропорту с одним оператором. Нам необходимо приблизительно подсчитать ожидаемую среднюю задержку в очереди требований на обслуживание. Такая задержка равна времени, прошедшему с момента появления требования в системе до начала его обслуживания. Для того чтобы рассчитать среднюю задержку в дискретно-событийной модели, определяются следующие переменные состояния системы:
– состояние устройства обслуживания (занято или свободно);

– число требований к очереди (если таковые есть);

– время поступления каждого требования, ожидающего своей очереди.

При поступлении требования должно быть определено состояние устройства обслуживания: может ли требование быть обслужено немедленно или его нужно поместить в конец очереди. После завершения обслуживания данного требования, исходя из числа требований в очереди, определяется, будет ли устройство обслуживания свободно или же начнет обслуживание первого требования в очереди.

В такой системе есть два типа событий: поступление требования и завершение обслуживания требования, приводящее к его уходу. В обоих случаях состояние системы изменяется.
Применяются и события, не вызывающие изменений состояния системы. Например, событие может использоваться, чтобы задать определенное время окончания прогона имитационной модели или определенный момент времени для вычисления результатов работы системы [5, с. 25–26].

2.2. Механизмы продвижения времени

В имитационной модели переменная, в которой хранится текущее значение модельного времени, называется часами модельного времени. Модельное время и время, необходимое для прогона имитационной модели на компьютере, невозможно соотнести. 
Существует два основных подхода к продвижению модельного времени:

– продвижение времени от события к событию;

– продвижение времени с постоянным шагом.

Первый подход применяется в большинстве основных пакетов имитационного моделирования. При этом подходе часы модельного времени в исходном состоянии устанавливаются на 0 и определяется время возникновения будущих событий. После этого часы модельного времени переходят на время возникновения ближайшего события, и в этот момент обновляются переменные, описывающие состояние системы с учетом произошедшего события, и также обновляются сведения о времени возникновения будущих событий. Затем часы модельного времени продвигаются ко времени возникновения следующего ближайшего события, вновь обновляются переменные состояния системы и так далее, пока не будет выполнено какое-либо условие останова, указанное заранее. Важно отметить, что в таких системах все изменения происходят только во время возникновения событий, поэтому периоды времени между событиями просто пропускаются. При продвижении же времени с постоянным шагом такие периоды бездействия не пропускаются, что приводит к большим затратам компьютерного времени.

Вернемся к примеру с парикмахерской и введем обозначения:

ti – время поступления требования i (t0=0);
Ai= ti – ti-1 – время между поступлениями требований i – 1 и i;
Si – время, потраченное устройством на обслуживание требования i (без учета времени задержки требования в очереди);
Di – время задержки требования i в очереди;
ci=ti + Di + Si – время ухода требования i по завершении обслуживания;
ei – время возникновения события i любого типа (значение i, принимаемое часами модельного времени без учета значения е0 = 0).

Каждая из определенных переменных, как правило, будет случайной величиной. Предположим, что нам известны распределения вероятностей для времени между поступлениями требований А1, А2, … и для времени обслуживания S1, S2, … и что они имеют функции распределения, обозначенные как FA и FS соответственно (FA и FS вычисляются путем сбора данных в интересующей нас системе и последующего определения распределений по этим данным).

В момент времени е0 = 0 устройство находиться в состоянии незанятости. Время поступления первого требования определяется путем генерации значения А1 из распределения FA и прибавления его к нулю. После этого часы модельного времени переводятся на время возникновения следующего (первого) события e1 = t1. Поскольку на момент поступления требования t1 устройство находится в состоянии незанятости, то оно немедленно начинает обслуживание с задержкой требования в очереди D1=0, а его состояние меняется на занятое. Время c1 завершения обслуживания поступившего требования определяется путем генерации значения S1 из распределения FS и прибавления его к t1. И наконец, время поступления второго требования t2 вычисляется по формуле t2 = t1 + A2, где значение А2 генерируется из FA. Если t2 < c2, как показано на рисунке 2.1, то часы модельного времени переводятся с е1 на время следующего события е2 = t2. Если бы c1 было меньше t2, то часы были бы переведены с е1 на c1. 
       е0         е1            е2         е3           е4             е5

        0           t1            t2         c1           t3             c2                                        время  
             A1          A2                A3
                                S1                         S2
Рис. 2.1. Механизм продвижения времени от события к событию в системе с одним устройством обслуживания
Так как требование, поступившее в момент времени t2, обнаруживает, что устройство обслуживания уже занято, то число требований в очереди увеличивается с 0 до 1, а время поступления требования записывается. Однако в этот раз не генерируется время обслуживания требования S2. Время поступления третьего требования вычисляется по формуле t3 = t2 + A3. Если c1 < t3, как на рис. 2.1, то часы модельного времени переводятся с е2 на время возникновения следующего события е3 = c1. Когда требование, обслуживание которого завершено, уходит, то начинается обслуживание требования в очереди (того, которое поступило в момент времени t2), вычисляется время его задержки в очереди D2 = C1 – t2 и c2 = c1 + S2 (теперь S2 генерируется из распределения FS), а число требований в очереди меняется с 1 на 0. Если t3 < c2, то часы модельного времени переводятся с е3 на время возникновения следующего события е4 = t3, и так далее. Моделирование может быть прервано, например, в случае, когда число требований, задержка которых в очереди была учтена, достигнет указанного значения [5, с. 25–28].

2.3. Компоненты дискретно-событийной имитационной модели и их организация

Дискретно-событийная имитационная модель, которая использует механизм продвижения времени от события к событию и написана на универсальном языке, содержит следующие компоненты:

– состояние системы – совокупность переменных состояния, необходимых для описания системы в определенный момент времени;

– часы модельного времени – переменная, указывающая текущее значение модельного времени;

– список событий – список, содержащий время возникновения каждого последующего типа событий;

– статистические счетчики – переменные, предназначенные для хранения статистической информации о конкретной характеристике системы;

– программа инициализации – подпрограмма, устанавливающая в исходное состояние имитационную модель в момент времени, равный 0;

– синхронизирующая программа – отыскивает следующее событие в списке событий, а затем переводит часы модельного времени на время возникновения этого события;

– подпрограмма обработки событий – обновляет состояние системы, когда происходит событие определенного типа (для каждого типа событий существует отдельная подпрограмма обработки);

– библиотечные подпрограммы – применяются для генерирования случайных наблюдений из распределений вероятностей, которые были определены как часть имитационной модели;

– генератор отчетов – подпрограмма, которая на основе значений статистических счетчиков вычисляет оценки критериев работы и формирует отчет по окончании моделирования;

– основная программа – управляет всеми перечисленными компонентами [5, с. 28–30].


Рис. 2.2. Поток управления в механизме продвижения времени от события к событию
2.4. Моделирование системы массового обслуживания (СМО) с одним устройством обслуживания

2.4.1. Постановка задачи

поступившее              требования               обслуживаемое             устройство                    уходящее

требование                    в очереди                    требование              обслуживания                требование

Рис. 2.3. Система массового обслуживания с одним устройством обслуживания
В системе, изображенной на рисунке 2.3, интервалы времени между поступлениями требований А1, А2, … являются независимыми и одинаково распределенными случайными величинами. «Одинаково распределенные» означает, что интервалы времени между поступлениями требований имеют одинаковое распределение вероятностей. Когда требование поступает, а устройство свободно, то обслуживание начинается немедленно. Время обслуживания S1, S2, … следующих требований представлено независимыми, одинаково распределенными случайными величинами. Требования выбираются из очереди для обслуживания по принципу FIFO (first-in, first-out) – «первым пришел – первым обслужен». Существуют и другие дисциплины обслуживания.

В качестве основных характеристик работы системы используются:

– ожидаемая средняя задержка в очереди для каждого из n требований, завершивших свое ожидание во время моделирования,– d(n);

– ожидаемое среднее число требований в очереди (без учета уже находящихся на обслуживании) – q(n);

– ожидаемый коэффициент использования устройства обслуживания – u(n). Он равен отношению времени нахождения устройства в состоянии занятости к времени моделирования.

Средняя задержка требования в очереди является статистикой дискретного времени, т. к. она определяется относительно ряда случайных переменных {Di}, которые имеют индекс дискретного времени, i = 1, 2, …. Два других показателя – это статистики непрерывного времени, т. к. они определяются относительно совокупности случайных переменных, каждая из которых индексируется по параметру непрерывного времени 
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2.4.2. Механика дискретной имитации
См. [9, с. 718–726].
2.4.3. Организация и логика программы

Время между поступлениями требований и время обслуживания будут моделироваться по экспоненциальному распределению как независимые случайные величины со средним временем 1 минута для интервалов между поступлениями и 0,5 минуты – для времени обслуживания. Экспоненциальное распределение со средним значением β (β > 0) является непрерывным, с плотностью распределения вероятностей:
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Система массового обслуживания с экспоненциальным распределением времени между поступлениями и временем обслуживания требований обычно называется системой М/М/1 [5, с. 51].


Рис. 2.4. Блок-схема подпрограммы поступления требования для системы массового обслуживания [5, с. 51]

Рис. 2.5. Блок-схема программы ухода для системы массового обслуживания [5, с. 52]
3. Краткие сведения о распределениях вероятностей
и генерировании случайных величин

3.1. Основные распределения вероятностей, используемые
в имитационном моделировании
Более подробные сведения можно получить в источнике [2, с. 354–380].

3.1.1. Равномерное распределение (непрерывное)

● Условное обозначение – U(a, b).
● Варианты применения: используется в качестве первоначальной модели величины, которая случайно изменяется между а и b, но о которой больше почти ничего не известно. Распределение U(0, 1) универсально при генерировании случайных значений из любых других распределений. 

● Плотность вероятности (рис. 3.1): 
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● Распределение: 
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● Параметры: a и b – вещественные числа, a < b; а – параметр положения; b – параметр масштаба.

● Среднее значение: 
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Рис. 3.1. Функция плотности распределения вероятностей для U(a, b)
3.1.2. Экспоненциальное (показательное) распределение (непрерывное)

● Условное обозначение: expo(β).

● Варианты применения: интервалы времени между поступлениями требований в систему, происходящими с постоянной интенсивностью; время безотказной работы устройства.

● Плотность (рис. 3.2): 
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Если положить 
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● Распределение: 
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Если положить 
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● Параметры: 
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Рис. 3.2. Функция плотности распределения для expo(1) (
[image: image47.wmf])
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3.1.3. Нормальное распределение (непрерывное)
● Условное обозначение: N(μ, σ2).

● Варианты применения: ошибки различного типа, например, точка попадания бомбы; величины, представляющие собой сумму большого количества других величин (на основании центральной предельной теоремы).

● Плотность (рис. 3.3): 
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● Распределение: 
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, где Φ0 – функция Лапласа [2, с. 102].

● Параметры: 
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 – параметр положения, σ – параметр масштаба.

● Среднее: 
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● Дисперсия: σ2.

● Распределение N(0,1) называют стандартным (единичным) нормальным распределением: 
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Φ(х)=0,5 + Φо(х), где Φ0 – функция Лапласа.
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Рис. 3.3. Функция плотности распределения для N(0,1)

3.1.4. Треугольное распределение (непрерывное)
● Условное обозначения: triang (a,b,c).

● Варианты  применения: используется как приблизительная модель в отсутствие данных.

● Плотность: 
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● Распределение: 
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● Параметры:  a, b, c – вещественные числа, для которых a < c < b;

a – параметр положения; b – a – параметр масштаба; с – параметр формы.

● Среднее: 
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Рис. 3.4. Функция плотности треугольного распределения вероятностей

3.1.5. Распределение Бернулли (дискретное)

● Условное обозначение: Bernoulli(р).

● Варианты применения: случайное событие с двумя возможными результатами; используется для генерирования других случайных дискретных величин, например, с биномиальным распределением.

● Вероятностная мера: 
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Ряд распределения: 
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 [2, с. 46].
● Распределение: 
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● Параметры: р
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(0,1) – параметр формы.

● Среднее: p.
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Рис. 3.5. Вероятностная мера распределения Бернулли (р > 0,5)

3.1.6. Биномиальное распределение (дискретное)

● Условное обозначение: bin(t, p).
● Варианты применения: число успешных экспериментов в t независимых испытаниях Бернулли, вероятность успеха каждого из которых равна р; количество «поврежденных» товаров в партии размером t; число объектов в группе случайного размера (например, в группе людей); число товаров, затребованных из запасов. 

● Вероятностная мера: 
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 – биномиальный коэффициент, определенный как 
[image: image66.wmf](

)

!

!

!

x

t

x

t

C

x

t

x

t

-

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

.

● Распределение: 
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где 
[image: image68.wmf]ë

û

x

 – целая часть числа x.

● Параметры: t – положительное целое число; р
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(0,1).

● Среднее значение: tp.
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а) t = 5; p = 0,1
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б) t = 10; p = 0,1
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г) t = 10; p = 0,5


Рис. 3.6. Вероятностные меры распределений bin(t, p)

3.1.7. Распределение Пуассона (дискретное)
● Условное обозначение: Poisson(
[image: image74.wmf]l

).
● Варианты применения: число событий, возникающих в интервале времени, когда события происходят с постоянной интенсивностью; число объектов в группе случайного размера; число товаров затребованных из запасов. 

● Вероятностная мера: 
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● Распределение: 
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● Параметры: 
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● Среднее: 
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Рис. 3.7. Вероятностные меры распределений Пуассона
3.2. Генераторы случайных чисел

Моделирование любой системы или процесса, содержащих случайные компоненты, предполагает использование метода генерирования чисел, которые в определенном смысле является случайными. 
Истинные случайные числа из интервала (0, 1) можно генерировать лишь с помощью электронных приборов. Так как имитационные модели реализуются на компьютере, то такой способ получения случайных чисел слишком замедлил бы процедуру имитационного моделирования. Кроме того, электронные приборы активизируются случайным образом. Следовательно, невозможно по желанию воспроизвести одну и ту же последовательность случайных чисел. Этот факт важен, т. к. для отладки, проверки и утверждения имитационной модели часто требуется дублирование одной и той же последовательности случайных чисел. 

В имитационном моделировании единственным подходящим методом получения случайных чисел из интервала (0, 1) является метод, основанный на арифметических операциях. Поскольку такие числа могут быть определятся заранее, то их называют псевдослучайными [9, с. 716]. 

Хороший арифметический генератор случайных чисел должен обладать следующими свойствами: 

1. Получаемые числа должны быть равномерно распределены в интервале [0, 1] и не должны иметь корреляции друг с другом, иначе результаты моделирования могут оказаться полностью недействительными.

2. Чтобы генератор можно было использовать на практике, он должен иметь достаточное быстродействие и не требовать больших затрат памяти.

3. Генератор должен обеспечивать возможность точно воспроизводить заданный поток случайных чисел. Во-первых, это позволяет упростить отладку компьютерной программы, во-вторых, что гораздо важнее, это позволяет использовать идентичные случайные числа при моделировании разных систем и выполнять сравнение этих систем. 

4. В генераторе должен быть предусмотрен простой способ получения отдельных потоков случайных чисел. Поток – это просто часть последовательности случайных чисел, воспроизводимых генератором. Очередной поток начинается в том месте, где заканчивается предыдущий. Можно рассматривать различные потоки как отдельные и независимые генераторы. Таким образом, пользователь может выделить определенный поток для конкретного источника случайности при моделировании. Использование отдельных потоков  для различных задач позволяет обеспечить воспроизводимость и сравнимость результатов моделирования [5, с. 465–466]. 

3.2.1. Линейные конгруэнтные генераторы (ЛКГ)

В генераторе этого типа последовательность целых чисел Z1, Z2, … определяется по рекурсивной формуле: 
Zi = (aZi-1 + c) (mod m),







(3.1)
где m – модуль, a – множитель, c – приращение, Z0 – начальное число. Все эти параметры являются неотрицательными целыми числами. Таким образом, Zi будет остатком от деления (aZi-1 + c) на m. Поэтому 0
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, а для получения случайного числа Ui (при i = 1,2, …) в интервале [0, 1], примем Ui = Zi/m. Целые числа m, a, c должны удовлетворять неравенствам: 0 < m; a < m; c < m; Z0 < m.
С помощью математической индукции можно показать, что при i = 1,2,… 
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то есть каждое значение Zi полностью предопределено значениями m, a, c и Z0. Однако путем подбора значений этих параметров стараются вызвать такое поведение величин Zi, при котором соответствующие величины Ui представляются как независимые и равномерно распределенные случайные величины с распределением U(0,1), когда они проверяются с помощью ряда тестов.
Пример. Рассмотрим иллюстративный ЛКГ с параметрами: m = 16, a = 5, c = 3, Z0 = 7. В таблице приведены значения Zi и Ui для i = 1,2,…,19. Заметьте, что Z17 = Z1, Z18 = Z2 и т. д., то есть i = 17, ..., 32 получим такие же значения Zi (а следовательно, и Ui), которые были получены для i = 1,2,…,16, и в том же порядке. 

	i
	Zi
	Ui
	i
	Zi
	Ui
	i
	Zi
	Ui
	i
	Zi
	Ui

	0
	7
	–
	5
	10
	0,625
	10
	9
	0,563
	15
	4
	0,250

	1
	6
	0,375
	6
	5
	0,313
	11
	0
	0,000
	16
	7
	0,438

	2
	1
	0,063
	7
	12
	0,750
	12
	3
	0,188
	17
	6
	0,375

	3
	8
	0,500
	8
	15
	0,938
	13
	2
	0,125
	18
	1
	0,063

	4
	11
	0,688
	9
	14
	0.875
	14
	13
	0,813
	19
	8
	0,500


Цикличность, показанная в примере, неизбежна. Согласно формуле (3.1), как только Zi получает значение, которое у нее уже было, то сгенерируется та же самая последовательность величин, этот цикл повторяется бесконечно. Длина цикла называется периодом генератора. Для ЛКГ значение Zi зависит только от предыдущего числа Zi-1, а поскольку выполняется 0
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, то период генератора не превышает величину m. Если период действительно равен m, то считается, что ЛКГ имеет полный период (как в примере). Если генератор имеет полный период, то какое бы ни было выбрано начальное число Z0 из последовательности {0,1,2,…,m – 1}, весь цикл будет воспроизведен в некотором порядке. Если же период генератора меньше полного, то длина цикла будет зависеть от выбора определенного значения Z0, и в этом случае говорят о периоде начального значения для этого генератора. 

Потоки обычно задаются в ЛКГ путем определения начального числа для каждого потока. При этом потоки – это непересекающиеся смежные последовательности  одной генерируемой последовательности случайных чисел. 

Если параметр c = 0, то генератор называется мультипликативным, если c > 0 – смешанным [5, с. 465–469]. Пример мультипликативного ЛКГ [5, с. 494]: 

Zi = (630 360 016∙Zi-1)(mod(231 – 2), т. е. m = 231 – 1, a = 630 360 016.

3.3. Общие подходы к генерированию случайных величин

3.3.1. Обратное преобразование
Предположим, что необходимо сгенерировать случайную величину X, являющуюся непрерывной и имеющую функцию распределения F – непрерывную и строго возрастающую, когда 0 < F(x) <1. Пусть F-1 – функция, обратная к F, тогда алгоритм для генерирования случайной величины X с функцией распределения F будет следующим (символ «~» означает «имеет распределение»): 

1. Генерировать значение U ~ U(0,1).
2. Возвратить X = F-1(U).

[image: image90.png]



Рис.3.8. Использование метода обратного преобразования для генерирования непрерывных случайных величин
Пример. Пусть y величины X будет экспоненциальное распределение со средним значением β. Функция распределения: 
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Поэтому задаем u = F(x), чтобы найти F-1, и решаем уравнение относительно x. Получаем: F-1(U) = –β ln(1 – u). Следовательно, для генерирования искомой случайной величины сначала генерируем U ~ U(0,1), а затем определяем X = –β ln U.
[image: image92.wmf]В этом случае можно использовать U вместо 1 – U, поскольку U и 1 – U имеют одно и то же распределение U(0, 1). Таким образом мы избавляемся от вычитания [5, с. 505–506].

Метод обратного преобразования можно применять, если величина X является дискретной. В этом случае функция распределения: 
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где p(xi) – вероятностная мера
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Допускается, что величина X может иметь только такие значения x1, x2, …, для которых x1 < x2 <… . Тогда алгоритм будет таким:

1. Генерируем U ~ U(0,1).

2. Определяем положительное наименьшее целое число I, для которого U 
[image: image95.wmf]£

 F(xI), и возвращаем X = xI (см. рис. 3. 9).
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Рис. 3.9. Использование метода обратного преобразования для дискретных случайных величин
Пример 3.1. Пусть случайная величина Х представляет собой объем спроса и является дискретной. Она принимает значения 1, 2, 3, 4 с вероятностями 1/6, 1/3, 1/3, 1/6 соответственно (см. рис. 3.10). 
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Рис. 3.10. График функции p(x) для случайной величины Х 
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Рис. 3.11. График функции F(x) для случайной величины X 
Чтобы получить Х, сначала генерируем U из распределения U ~ U(0,1) и присваиваем Х значение 1, 2, 3, 4 в зависимости, от подынтервала в интервале [0, 1], в который попадает величина U. Если U ≤ 1/6, то X = 1; если 1/6 < U ≤ 1/2, тогда X = 2; если ½ < U ≤ 5/6, то получается X = 3; если U > 5/6, то X = 4 [5, с. 288, 509–510].

3.3.2. Метод свертки

Основная идея данного метода состоит в том, чтобы выразить искомую случайную величину в виде суммы других случайных величин, для которых легко получить реализации случайных значений [9, с.709–711].

Рассмотрим применение данного подхода на примере нормального распределения. Центральная предельная теорема утверждает, что сумма n одинаково распределенных случайных величин стремится к нормально распределенной величине при бесконечном увеличении n. Мы используем этот результат для получения значений, соответствующих нормальному распределению с математическим ожиданием μ с стандартным отклонением σ.

Обозначим X = R1 + R2 + … + Rn, где R1, R2, R3,…, Rn – случайные числа, равномерно распределенные на интервале [0,1]. В соответствии с центральной предельной теоремой случайная величина Х является асимптотически нормальной величиной со средним значением n/2 и дисперсией n/12. Следовательно, случайная величина y, подчиняющаяся нормальному распределению N(μ, σ) с математическим ожиданием μ и стандартным отклонением σ, может быть получена из случайной величины Х по формуле: 
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(3.2)
Для удобства в практических задачах n обычно выбирается равным 12, что приводит формулу (3.2) к виду:
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(3.3)

Для демонстрации этого метода предположим, что необходимо получить случайные значения, соответствующие нормальному распределению N(10,2). Сформируем 12 случайных чисел из равномерного распределения U(0,1) и просуммируем их для получения числа х. Пусть х = 6,1094. Следовательно:

у = 10 + 2∙(6,1094 – 6) = 10,2188.

Неудобство этой процедуры состоит в том, что необходимо генерировать 12 случайных чисел из интервала [0,1] для получения только одного значения из нормального распределения, что делает процедуру малоэффективной с вычислительной точки зрения.

В соответствии с более эффективной процедурой решения данной задачи необходимо использовать преобразование:
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(3.4)
Доказано, что случайная величина Х является стандартной нормально распределенной случайной величиной х ~ N(0,1). Следовательно, значение y, подчиняющееся нормальному распределению N(μ,σ), можно получить по формуле:

y = μ + σx.









(3.5)
Эта процедура является более эффективной, т. к. требует генерирования только двух чисел из U(0,1).
Доказано также, что если в формуле (3.4) заменить cos на sin, то можно получить другое значение из нормального распределения N(0,1). Это значит, что 2 случайных числа R1 и R2 из интервала [0,1] можно использовать для одновременного получения двух значений из распределения N(0,1). 

Пример. Пусть получены случайные числа R1 = 0,0589, R2 = 0,6733, тогда 
[image: image102.wmf]103

1

6733

0

2

0589

0

2

1

,

)

,

cos(

)

,

ln(

x

-

=

×

×

-

=

p

,


[image: image103.wmf]108

2

6733

0

2

0589

0

2

2

,

)

,

sin(

)

,

ln(

x

-

=

×

×

-

=

p

.

Как х1, так и х2 подчиняются распределению N(0,1). Следовательно, соответствующие значения, имеющие распределение N(10,2), равны: 

у1 = 10 + 2∙(–1,103) = 7,794;
у2 = 10 + 2∙(–2,108) = 5,7823.

3.4. Примеры генерирования случайных величин
3.4.1. Равномерные распределения

Используем метод обратного преобразования [5, с. 527]: 

1. Генерируем U ~ U(0,1).

2. Возвращаем X = а + (b – a)U.

3.4.2. Распределение Бернулли
1. Генерируем U ~ U(0,1).
2. Если U ≤ p, то возвращаем X = 1, в противном случае возвращаем X = 0 [5, с. 540].

3.4.3. Биномиальное распределение
Для получения случайной величины с распределением bin(t,p), нужно учесть, что сумма t независимых и одинаково распределенных величин с распределением Bernoulli(p) имеет распределение bin(t,p). Получаем алгоритм [5, с. 546]:

1. Генерируем Y1, Y2, …, Yt как независимые и одинаково распределенные случайные величины с распределением Bernoulli(p).
2. Возвращаем 
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3.4.4. Распределение Пуассона (Poisson)

1. Принимаем а = e-λ, b = 1, i = 0 (здесь λ – параметр распределения Пуассона).

2. Генерируем Ui+1 ~ U(0,1) и заменяем b на bUi+1. Если b < a, то возвращаем X = i, в противном случае переходим к шагу 3. 

3. Заменяем i на i + 1 и возвращаемся к шагу 2.

4. Моделирование системы управления запасами

4.1. Постановка задачи
Компании, продающей один вид продукции, необходимо определить, какое количество товара она должна иметь в запасе на каждый из последующих n месяцев. Промежутки времени между возникновением спроса на товар являются независимыми одинаково распределенными случайными величинами со средним значением 0,1 месяца. Объемы спроса D также являются независимыми (они не зависят от того, когда возникает спрос) и одинаково распределенными случайными величинами [5, с. 87–91]:
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В начале каждого месяца компания пересматривает уровень запасов и решает, какое количество товара заказать у поставщика. В случае, когда компания заказывает Z единиц товара, она будет нести затраты, равные K + iZ, где K – покупная стоимость (K = 32 руб.), i – дополнительные затраты на единицу заказанного товара (i = 3 руб.). Если Z = 0, то какие-либо затраты отсутствуют. При оформлении заказа время, необходимое для его доставки (именуемое временем доставки или временем получения заказа), является случайной величиной, равномерно распределенной между 0,5 и 1 мес.

Компания использует постоянную стратегию управления запасами (s, S), чтобы определить, какое количество товара заказывать, т. е.:
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где I – уровень запасов на начало месяца, S – уровень запасов после поступления заказа, s – критический уровень запасов.
При возникновении спроса на товар, он немедленно удовлетворяется, если уровень запасов, по крайней мере, равен спросу на товар. Если спрос превышает уровень запасов, то поставка той части товара, которая превышает спрос над предложением, откладывается и выполняется при будущих поставках. В этом случае новый уровень запасов равен старому уровню минус объем спроса, что приводит к появлению отрицательного уровня запасов. При поступлении заказа товар в первую очередь используется для максимально возможного выполнения отложенных поставок, если они имеются, а остаток заказа, если он имеется, добавляется в запасы.

В большинстве реальных систем управления запасами используется еще 2 типа расходов: затраты на хранение и издержки, связанные с нехваткой товара.

Пусть I(t) – уровень запасов в момент времени t. При этом I(t) может быть больше, меньше и равно 0; I+(t) = max
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 – количество товара, имеющееся в наличии в системе в момент времени t (I+(t) ≥ 0); I-(t) = max
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 – количество товара, поставка которого была отложена на момент времени t (I-(t) ≥ 0). Возможное изменение соотношения I(t), I+(t), I-(t) показано на рис. 4.1. Моменты времени, когда I(t) уменьшается, соответствуют моментам возникновения спроса. 

Затраты h на хранение в месяц составляют 1 руб. на единицу товара, имеющегося в (положительных) запасах. Некоторые затраты на хранение возникают даже тогда, когда I+(t) = 0. Однако мы будем сравнивать стратегии без учета этого фактора, поскольку он не зависит от выбранной стратегии.

Итак, если I+(t) – это количество товара в запасах на момент времени t, то среднее по времени количество товара, находящееся в запасах в течение n месяцев, составит
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что подобно определению среднего числа требований в очереди в каждый момент времени. Следовательно средние затраты на хранение в месяц составят 
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Рис. 4.1. Изменение количества товара I(t), I+(t), I-(t) во времени
Допустим, что издержки π, связанные с отложенными поставками, равны 5 руб. на единицу товара в отложенной поставке за месяц. При этом учитываются издержки на ведение дополнительного учета при невыполнении заказа и урон, наносимый престижу фирмы. Среднее по времени количество товара в отложенных поставках:
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Следовательно, средние издержки, образовавшиеся в связи с отложенными поставками, в месяц составят 
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Предположим, что исходный уровень запасов I(0) = 60 и у компании нет невыполненных заказов. Будем моделировать работу системы в течение n = 120 месяцев. Воспользуемся показателями средних общих расходов в месяц, которые включают в себя: сумму средних затрат на приобретение заказа в месяц; средние затраты на хранение в месяц; средние издержки, связанные с нехваткой товара, в месяц. Сравним следующие 9 стратегий (вопрос выбора именно этих стратегий не рассматривается).
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Переменными состояниями имитационной модели для этой системы управления запасами являются:

– уровень запасов I(t);
– количество товара в невыполненном заказе, направленном от компании к поставщику;

– время последнего события.

4.2. Организация и логика программы

В модели используются следующие типы событий:

	Событие
	Тип

	Поступление заказа от поставщика в фирму
	1

	Возникновение спроса на товар со стороны покупателя
	2

	Завершение моделирования через n месяцев
	3

	Оценка запасов (и возможный заказ товаров) в начале месяца
	4


События 3 и 4 выбраны именно в таком порядке, т. к. в случае планирования двух событий на одно время первым будет обрабатываться событие с меньшим номером. Это принципиально важно при завершении моделирования через n = 120 мес.

Для моделирования этой системы нужны 3 типа случайных величин. Промежутки времени между возникновениями спроса распределены экспоненциально. Случайная величина спроса D должна быть дискретной. Её можно сгенерировать таким образом: сначала необходимо поделить единичный интервал на смежные подынтервалы:  С1 = [0, 
[image: image113.wmf]6

1

), С2 = [
[image: image114.wmf]6

1

,
[image: image115.wmf]2

1

), С3 = [
[image: image116.wmf]2

1

,
[image: image117.wmf]6

5

), С4 = [
[image: image118.wmf]6

5

,1]. Затем получаем случайную величину U из распределения U(0,1). Если U попадает в интервал C1, то D = 1, если U попадает в интервал C2, то D = 2 и т. д.

Время доставки равномерно распределено, но не в интервале от [0, 1]. Для получения числа, равномерно распределенного в [a, b], генерируем U ~ U(0,1) и возвращаем число a + U(b – a).
Событие поступления заказа должно вносить изменения, возникающие при доставке ранее оформленного заказа от поставщика. Уровень запасов увеличивается на число товаров в заказе, а событие поступления заказа должно быть исключено из рассмотрения. При возникновении спроса обрабатываются изменения, необходимые для его представления. При этом генерируется величина спроса, а уровень запасов уменьшается на полученную величину. И в конечном итоге в списке событий планируется время следующего возникновения спроса. В этом месте уровень запасов может стать отрицательным.


	Рис.4.2. Блок-схема подпрограммы обработки события поступления заказа для модели системы управления запасами [5, с. 89]
	Рис.4.3. Блок-схема подпрограммы обработки события возникновения спроса для модели системы управления запасами [5, с. 89]


Событие оценки запасов происходит в начале каждого месяца. Если уровень запасов I(t) на время (момент) оценки составляет хотя бы s, то заказ не размещается, и происходит лишь планирование следующего события оценки запасов в списке событий. Однако, если I(t) < s, то потребуется разместить заказ на S – I(t) штук товара. Для этого количество заказанного товара S – I(t) сохраняется до тех пор, пока не прибудет заказ и не будет запланировано время поступления заказа. В этом случае мы планируем следующим событием оценку запасов.


Рис.4.4. Блок-схема подпрограммы обработки события оценки запасов [5, с. 90]
Основной вопрос при обновлении накопителей статистики в данном случае заключается в следующем: нужно ли нам обновлять значение площади под графиками функций I+(t) и I-(t). Если в результате последнего события уровень запасов стал отрицательным, значит, в системе есть отложенные поставки, следовательно, должна быть обновлена только площадь под графиком функции I-(t). Если уровень запасов положительный, нужно обновить только площадь под графиком функции I+(t). Если же уровень запасов равен 0 (что также возможно), обновление не требуется. Значение переменной, хранящей время последнего события, также меняется на текущее время. Указанная подпрограмма будет вызываться из основной программы сразу после того, как синхронизирующая подпрограмма возвратит управление, независимо от типа события, а также от того, действительно ли уровень запасов изменился на данный момент.

Рис.4.5 Блок-схема подпрограммы обновления накопителей статистики непрерывного времени [5, с. 91]
5. Последовательность этапов проведения исследования системы посредством имитационного моделирования
Предлагается следующий порядок выполнения имитационного моделирования сложной системы [5, с. 112–115]:
1. Формулирование задачи и планирование исследования системы.
1.1. Постановка задачи руководителем.

1.2. Проведения ряда встреч с руководителем проекта, аналитиками имитационного моделирования и экспертами по изучаемой тематике с целью исследования системы. Рассмотрение следующих вопросов:

– глобальная цель исследования;

– специальные вопросы, на которые  должно ответить исследование;

– критерии качества работы, используемые в будущем для оценки эффективности различных конфигураций системы;

– масштаб модели;

– моделируемые конфигурации системы;

– применяемое программное обеспечение;

– временной интервал для исследования и необходимые ресурсы.

2. Сбор данных и определение модели.
2.1. Сбор информации о конфигурации системы и способах эксплуатации, которая сводится к тому, что:

– одного специалиста в данном случае недостаточно;

– необходимо привлечь экспертов по изучаемой тематике, владеющих достоверной информацией;

– способы эксплуатации нельзя формализовать.

2.2. Сбор данных (если возможно) для определения параметров модели и входных распределений вероятностей.

2.3. Схематическое изображения данных, описание допущений и упрощений реальной ситуации – составление концептуальной модели.

2.4. Сбор данных (по возможности) о рабочих характеристиках существующей системы (с целью осуществления проверки на этапе 6).
2.5. Выбор уровня детальности модели в зависимости от следующих факторов:

– цели проекта;

– критериев качества работ;

– доступности данных;

– интересов достоверности;

– компьютерных возможностей;

– мнений экспертов по изучаемой тематике;

– ограничений, связанных с временем и финансированием.

2.6. Установление между каждым элементом модели и соответствующим ему элементом системы взаимно-однозначного соответствия.

2.7. Регулярное взаимодействие с руководителем и другими ведущими специалистами проекта.

3. Определение адекватности концептуальной модели.

3.1. Выполнение структурного анализа концептуальной модели с предоставлением описания допущений на рассмотрение аудитории, состоящей из руководителей, аналитиков, экспертов по изучаемой тематике. Следует принимать во внимание, что:

– анализ помогает убедиться, что допущения, принятые для модели, верны и ничего не упущено;

– анализ выполняется до начала программирования, чтобы в дальнейшем избежать перепрограммирования модели.

4. Создание компьютерной программы и ее проверка.

4.1. Программирование модели на языке программирования ( С, Fortran и др.) или с помощью специального программного обеспечения для моделирования. Преимуществами языков программирования являются невысокая закупочная стоимость и большая скорость выполнения программы, чем при использовании пакетов имитационного моделирования. Но при использовании пакетов имитационного моделирования уменьшается длительность процесса разработки программ, что в итоги дает зачастую меньшую стоимость всего проекта.

4.2. Проверка и отладка моделирующей компьютерной программы.

5. Выполнение предварительных прогонов.

5.1. Выполнение предварительных прогонов с целью осуществление проверки на этапе 6.

6. Проверка соответствия программной модели.

6.1. Если есть существующая система – сравнение критериев качества работы модели и существующей системы.

6.2. Независимо от наличия существующей системы – просмотр аналитиками и экспертами по изучаемой теме результатов прогонов модели с целью определения их правильности.

6.3. Использование анализа чувствительности для определения факторов модели, имеющих существенное влияние на критерии качества работы системы, т. к. их следует моделировать очень точно.

7. Планирование экспериментов.

7.1. Детальное изложение того, что является важным для каждой системной конфигурации:

– длительность каждого прогона;

– длительность переходного периода (если он необходим);

– количество независимых прогонов имитационной модели с использованием различных случайных чисел, что потребуется при построении доверительных интервалов..

8. Выполнение рабочих прогонов.
8.1. Выполнение рабочих прогонов для получения результатов, которые понадобятся на этапе 9.

9. Анализ выходных данных.

9.1. Обработка выходных данных с целью:

– определения абсолютных характеристик известной конфигурации системы;

– проведения относительного сравнения альтернативных конфигураций системы.

10. Документальное представление и использование результатов.

10.1. Документальное оформление допущений компьютерной программы и результатов исследования для использования в текущих и будущих проектах.

10.2. Представление результатов исследования:

– использование анимации для объяснения модели руководителям и другим людям, которым не известны все ее подробности;

– обсуждение процесса создания модели и ее достоверности, чтобы повысить уровень доверия к ней.

10.3. Использование результатов в процессе принятия решений, если они действительны и достоверны.
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Рис. 5.1. Этапы исследования системы с помощью имитационного моделирования
6. Выбор входных распределений вероятностей

6.1. Общие рекомендации

Практически все реальные системы содержат один или более факторов случайности [5, с. 347].
	Тип системы
	Факторы случайности

	Производственная система
	Время обработки, время работы, время ремонта оборудования

	Военная система
	Время прибытия и полезная нагрузка самолетов и ракет, исход боя, дистанция промахов для оружия

	Системы связи
	Время между поступлениями сообщений, типы сообщений, длина сообщений

	Транспортные системы
	Время погрузки судна, интервал времени между прибытиями пассажиров в метро


В имитационной модели необходимо каждый источник случайности представлять распределением вероятности, а не средним значением [5, с. 349]. Если есть возможность собрать данные по требующимся случайным переменным, то их можно применить в одном из следующих методов, для того чтобы определить распределение (методы расположены в порядке возрастания предпочтения):

1. Значения данных используются при моделировании непосредственно. Например, если данные представляют собой время обслуживания, то, когда потребуется значение этого времени при моделировании, оно просто будет выбрано из собранного массива данных. Такое моделирование иногда называют моделированием, управляемым блоком слежения.

2. Значения данных используются для определения функции эмпирического распределения. Если эти данные представляют время обслуживания, то мы сделаем выборку из указанного распределения, когда при моделировании понадобится значение времени обслуживания.

3. Стандартные методы статистического вывода используются для того, чтобы подобрать форму теоретического распределения (например, экспоненциального) к данным и выполнить проверку гипотезы с целью определения, насколько хорошо осуществлен подбор. Если отдельное теоретическое распределение с конкретными значениями для его параметров является хорошей моделью данных о времени обслуживания, то мы сделаем выборку из этого распределения, когда при моделировании потребуется значение времени обслуживания.

Метод 1 имеет два недостатка: 
– при его применении в моделировании может воспроизводиться только то, что уже происходило ранее; 
– редко бывает достаточно данных для выполнения всех необходимых прогонов имитационной модели.

Метод 2 лишен этих недостатков, поскольку в случае непрерывных данных может быть сгенерировано любое значение между точками минимума и максимума данных, полученных в результате наблюдений.

Таким образом, метод 2 предпочтительнее. Однако иногда можно применять и метод 1. Например, для распределительного центра необходимо сравнить предложенную систему транспортировки товаров с существующей системой. Для каждого заказа имеются следующие данные: время поступления, список требующихся товаров, количество единиц товара. Трудно, а то и невозможно, смоделировать поток заказов для определенного периода времени, например 1 месяц, с помощью методов 2 и 3. Таким образом, в этом случае существующая и предложенная системы часто будут моделироваться с использованием ранее зарегистрированного потока заказов. Метод 1 рекомендуется применять для проверки адекватности модели, когда модельные выходные данные для существующей системы сравниваются с выходными данными, полученными из самой системы.
Если для данных, полученных в ходе наблюдений, можно правильно подобрать теоретическое распределение (метод 3), тогда зачастую удобнее использовать его, а не эмпирическое распределение (метод 2). Причины для этого следующие:

1. У функции эмпирического распределения могут быть определенные «искажения», особенно, если доступно лишь небольшое количество данных, тогда как теоретическое распределение «сглаживает» данные и предоставляет информацию об общем распределении, лежащем в их основе.

2. Если эмпирические распределения применяются обычным способом, то при моделировании невозможно сгенерировать значения, лежащие вне области данных, полученных в ходе наблюдения. Это не совсем удобно, поскольку многие рабочие показатели моделируемых систем в большой степени зависят от вероятности возникновения «предельных» событий, т. е. от генерирования, например, очень большого времени обслуживания. Используя теоретическое распределение, можно сгенерировать значение, лежащее вне области данных, полученных в результате наблюдений.

3. В некоторых ситуациях может существовать веская «физическая» причина для применения определенной формы теоретического распределения в качестве модели отдельной входной случайной переменной.

4. Теоретическое распределение – это оптимальный способ представления наборов значений данных. В случае, если из непрерывного распределения может быть получено n значений данных, то 2n значений (например: данные и соответствующие им интегральные вероятности) должны быть введены в компьютер и сохранены, чтобы представить эмпирическое распределение в пакетах имитационного моделирования. Поэтому при больших объемах данных использовать эмпирическое распределение неудобно.

5. Теоретическое распределение проще изменять. Предположим, что для моделирования набора интервалов времени между прибытиями хорошо подходит экспоненциальное распределение со средним значением, равным 1 минуте. Если мы хотим определить, как повлияет на моделируемую систему увеличение интенсивности прибытий на 10%, нам нужно всего лишь изменить среднее значение экспоненциального распределения с 1 на 0,909.
Существуют ситуации, когда ни одно теоретическое распределение не будет адекватно данным наблюдений. В таких случаях рекомендуется использовать эмпирическое распределение. Еще один недостаток теоретических распределений в том, что из них могут генерироваться сколь угодно большие значения, хотя и с очень малой вероятностью. Предположим, что случайная величина никогда не сможет принять значение, большее b, тогда желательно усечь подобранное теоретическое распределение в точке b. Например: может быть известно, что время обслуживания в банке вряд ли будет превышать 15минут [5, с. 350–351]. 
6.2. Этапы выбора распределения вероятностей

6.2.1. Гипотеза относительно семейства распределений
На первом этапе выбора конкретного входного распределения нужно найти подходящие общие семейства (экспоненциальное, нормальное или другое) на основании их форм, не заботясь пока о конкретных значениях параметров. В отдельных ситуациях можно воспользоваться предварительными сведениями о роли определенной случайной величины в системе, чтобы выбрать моделирующее распределение или, наоборот, исключить некоторые распределения. Это обосновывается теоретически и не требует вообще никаких данных. Часто область распределения исключает возможность его использования в качестве моделирующего распределения. Например, время обслуживания не следует генерировать непосредственно из нормального распределения, т. к. получаемое из него случайное значение может быть отрицательным [5, с. 387–390]..
На практике редко бывает достаточно предварительной теоретической информации, чтобы выбрать одно единственное распределение, поэтому вначале определяют целое семейство распределений. Для этого используют различные эвристические методы. 
6.2.1.1. Итоговая статистика

Некоторые распределения характеризуются, по крайней мере, частично, функциями их истинных параметров. В таблице 6.1 приведены формулы для оценки (итоговой статистики) этих функций на основе независимых и одинаково распределенных данных X1, X2, …, Xn.
Таблица 6.1. Полезная итоговая статистика

	Функция
	Выборочная оценка
(итоговая статистика)
	Примечание

	Минимум, максимум
	X(1), X(n)
	[X(1), X(n)] – приблизительная оценка интервала. Применяется для непрерывных или дискретных данных

	Среднее, µ
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	Показатель среднего значения. Применяется для непрерывных или дискретных данных

	Медиана, x0,5
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	Альтернативный показатель среднего значения. Применяется для непрерывных или дискретных данных

	Дисперсия, σ2
	S2(n)
	Показатель изменчивости. Применяется для непрерывных или дискретных данных

	Коэффициент вариации, 
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	Альтернативный показатель изменчивости. Применяется для непрерывных данных

	Коэффициент Лексиса, 
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	Альтернативный показатель изменчивости. Применяется для дискретных данных

	Асимметрия, 
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	Показатель симметрии. 

Применяется для непрерывных или дискретных данных


С помощью указанных функций в некоторых случаях можно выдвинуть предположение относительно семейства распределений. Для симметричного непрерывного распределения, например, нормального, среднее µ равно медиане x0,5. (Для симметричного дискретного распределения математическое ожидание и медиана часто бывают лишь приближенно равны). Таким образом, если оценки 
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 «почти равны», то можно предположить, что лежащее в их основе распределение симметрично.
Иногда информацию о форме непрерывного распределения можно получить с помощью коэффициента вариации cv. В частности, cv = 1 для экспоненциального распределения независимо от масштабного параметра β. Следовательно, если 
[image: image130.wmf])

n

(

v

ˆ

c

 близко к 1, то предполагается, что распределение, лежащее в основе полученных данных, является экспоненциальным.

Для дискретного распределения коэффициент Лексиса τ выполняет ту же роль, что и коэффициент вариации для непрерывного распределения. Его целесообразно использовать при определении распределений Пуассона, биномиального и отрицательного биномиального. Для них выполняется: τ = 1, τ < 1, τ > 1 соответственно.

Асимметрия ν – показатель симметрии распределения. Для асимметричного распределения, подобного нормальному, ν = 0. Если ν > 0 (для экспоненциального распределения ν = 2), то распределение смещено вправо, а если ν < 0, то оно смещено влево. Опыт показывает, что многие распределения, встречающиеся на практике, смещены вправо.
6.2.1.2. Гистограмма
В отношении набора непрерывных данных гистограмма является по существу графической оценкой графика плотности распределения вероятностей, соответствующей распределению данных Х1, Х2, …, Хn. Плотности распределения вероятностей во многих случаях стремится к узнаваемым формам, поэтому графическая оценка плотности может быть хорошей подсказкой в выборе распределений, которые можно попытаться использовать в качестве модели данных.

Для создания гистограммы разобьем область значений, которая перекрывается собранными данными, на k непересекающихся интервалов: [b0, b1), [b1, b2), …, [bk–1, bk). Все интервалы должны иметь одинаковую ширину, например, ∆b = bj – bj–1. Для этого может возникнуть необходимость отбросить несколько крайне больших или крайне малых величин Xi, чтобы избежать получения громоздкой гистограммы. Пусть hj будет долей величин Xi, которые входят в j-й интервал [bj–1, bj), для j = 1, 2, …, k. Определим функцию:
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Изобразим ее на графике как функцию x (см. пример 6.1). Затем кусочно-постоянный график функции h(x) сравним с графиками плотностей различных распределений только на основании их форм (расположение и различие масштабов не учитываются) – это позволит увидеть, какие распределения имеют графики плотности, напоминающие гистограмму h. 

Гистограммы применимы к любым непрерывным распределениям и обеспечивают легко интерпретируемый визуальный обзор данных. Недостатком метода является отсутствие четких правил выбора числа интервалов k (или, что то же самое, ширины интервала ∆b). Для выбора числа интервалов k предложено несколько практических правил, например, правило Стерджеса (Sturges):
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На практике рекомендуется попробовать несколько значений ∆b и выбрать наименьшее, при котором гистограмма наиболее «ровная». Если выбрано слишком малое ∆b, то гистограмма будет иметь «изломанную» форму, поскольку дисперсии hj будут большими. Если выбрано слишком большое ∆b, то гистограмма будет иметь «блочную» форму, а истинная форма функции плотности вероятностей, лежащей в основе гистограммы, будет скрыта, поскольку данные слишком укрупнены.

Вероятностная мера, соответствующая набору дискретных данных, также может быть оценена с помощью гистограммы. Пусть для каждого возможного значения хj, которое можно принять на основе данных, hj будет долей величин Xi, равных хj. Теперь вертикальные блоки высотой hj надо изобразить на графике по отношению к хj и затем сравнить по форме с вероятностными мерами известных дискретных распределений [5, с. 390–391].
6.2.1.3. Сводные квантили и блоковые графики

Сводная квантиль – краткая выборка, которая применяется, чтобы определить, является ли плотность либо вероятностная мера распределения, лежащего в основе данных, симметричной или смещенной вправо или влево. Сводные квантили применимы как к непрерывным, так и к дискретным данным. Рассмотрим их использование на примере непрерывных данных [5, с. 392–397].
Предположим, что F(x) – функция распределения случайной непрерывной величины, F(x) является непрерывной и строго возрастающей функцией, 0 < F(x) < 1. Т. е., если х1 < х2, тогда F(x1)< F(x2). Для 0 < q < 1    q – квантиль функции F(x) – это такое число хq, при котором F(xq) = q. Если F-1(x) обозначает функцию, обратную к функции F(x), тогда xq = F-1(q).

Нас интересуют медиана x0,5; нижняя и верхняя квартили x0,25 и x0,75; нижняя и верхняя октили x0,125 и x0,875. Сводные квантили для выборки X1, X2, …, Xn показаны в таблице 6.2.
Таблица 6.2. Структура сводных квантилей для выборки X1, X2, …, Xn
	Квантиль
	Центр
	Значение выборки
	Средняя точка

	Медиана
	i = (n + 1)/2
	X(i)
	X(i)

	Квартили
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	X(j)                         X(n–j+1)
	[X(j) + X(n–j+1)]/2

	Октили
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	X(k)                         X(n–k+1)
	[X(k) + X(n–k+1)]/2

	Крайние члены выборки
	1
	X(1)                         X(n)
	[X(1) + X(n)]/2


Если в таблице 6.2. центр l (l равно i, j или k) находится на одинаковом расстоянии от целых чисел m и m′ = m + 1, то X(l) определяется как среднее между X(m) и X(m’). Значение X(i) – это оценка медианы, X(j) и X(n–j+1) – оценки квартилей, X(k) и X(n–k+1) – оценки октилей. Если распределение, лежащее в основе величин Xi, симметрично, то тогда значения четырех средних точек должны быть приблизительно равны. Если же это распределение смещено вправо (влево), тогда 4 средние точки (по таблице – сверху вниз) должны возрастать (убывать).

Блоковый график – это графическое представление сводных квантилей. В горизонтальные границы прямоугольника [x0,25, x0,75] попадают 50% наблюдений.
Пример 6.1. Для разработанной имитационной модели банка, в котором операции можно выполнять, не покидая автомобиля, собирали данные о прибытии автомобилей. В течение 90 минут прибыло 220 автомобилей. Были зарегистрированы интервалы времени (непрерывные данные) между прибытиями (в минутах) Хi автомобилей i и i + 1 для i = 1, 2, …, 219. В таблице 6.3 приведена часть из 219 интервалов времени между прибытиями:
Таблица 6.3. Интервалы времени n = 219 между прибытиями, мин, отсортированные
в порядке возрастания
	0,01 (8 шт.)

0,02 (2 шт.)

0,03 (3 шт.)

0,04 (6 шт.)

0,05 (10 шт.)

0,06 (4 шт.)

…………....

0,27

……………
	0,30

0,31 (2 шт.)

0,32

0,35 (3 шт.)

…………....

…………....

…………....

…………....

…………....
	0,88 (2 шт.)

0,90

0,93 (2 шт.)

0,95

0,97

1,03

1,05 (2 шт.)

…………....

…………....
	1,33

1,38

1,44

1,51

1,72

1,83

1,96




Значения отсортированы в порядке возрастания. Было подсчитано число автомобилей, прибывших в течение 6 последовательных 15-минутных интервалов, и установлено, что оно приблизительно одинаковое. Значит, можно предположить, что интенсивность прибытия будет до некоторой степени постоянной в течение этого 90-минутного интервала. Кроме того, автомобили прибывают по одному, и поэтому мы полагаем, что количества прибытий в непересекающиеся интервалы времени являются независимыми. Следовательно, у нас есть теоретические основания для выдвижения гипотезы о том, что время между прибытиями распределено экспоненциально. Для подтверждения этой гипотезы сначала посмотрим на представленную в таблице 6.4 итоговую статистику.

Таблица 6.4. Итоговая статистика для данных об интервалах времени между прибытиями

	Итоговая статистика
	Значение

	Минимум

Максимум

Среднее
Медиана

Дисперсия

Коэффициент вариации

Асимметрия
	0,010

1,960

0,399

0,270

0,144

0,953

1,458


Так как 
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(219) = 1,458, то предполагается, что распределение, лежащее в основе данных, не симметрично, а смещено вправо. И более того, 
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, что близко к теоретическому значению 1 для экспоненциального распределения. Были построены 3 различные гистограммы данных с использованием значения b0 = 0 в каждом случае и значения ∆b = 0,050, ∆b = 0,075, ∆b = 0,100 (см. рис. 6.1). Наиболее ровная гистограмма получена для ∆b = 0,100. Ее форма напоминает форму графика плотности экспоненциального распределения вероятностей. При этом по правилу Стерджеса мы получим k = 8 и ∆b = 0,250, что приводит к излишнему укрупнению данных.
На рисунке 6.2 показаны сводные квантили и блоковый график для интервалов времени между прибытиями. Возрастающие значения средних точек и вытянутая правая сторона блокового графика подтверждают, что в основе данных лежит экспоненциальное распределение. Таким образом, у нас есть теоретические и эмпирические основания для выдвижения гипотезы о том, что время между прибытиями распределено экспоненциально.
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в)
	Квантиль

Центр

Значение
выборки

Средняя точка

Медиана

Квартили

Октили

Крайние члены
выборки

110

55,5

28

1

0,270

0,100          0,545

0,050          0,870

0,010          0,960

0,270

0,323

0,460

0,985
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	Рис. 6.1. Гистограмма данных для интервалов времени между прибытиями
	Рис. 6.2. Сводные квантили и блоковый график для интервалов времени между прибытиями


Пример 6.2. В таблице 6.5 указаны значения и число этих значений для n = 156 наблюдений, касающиеся количества изделий (дискретные данные), затребованных в течение недели из запасов за 3-летний период. Наблюдения отсортированы в порядке возрастания. Итоговая статистика для этих данных приведена в таблице 6.6, а гистограмма – на рисунке 6.3. Поскольку коэффициент Лексиса 
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(156) = 2,795, то биномиальное распределение и распределение Пуассона не представляются подходящими моделями. Более того, большое положительное значение асимметрии 
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ν исключает дискретное равномерное распределение, которое является симметричным. Следовательно, вероятными дискретными моделями будут геометрическое и отрицательное биномиальное распределения. Причем, первое является особым случаем второго, когда s = 1. А поскольку гистограмма монотонно убывает, то можно предположить, что данные о спросе получены из геометрического распределения.

Таблица 6.5. Значения (и их число) для наблюдений (n = 156), касающихся объемов спроса, отсортированные в порядке возрастания
	0 (59)

1 (26)

2 (24)

3 (18)

4  (12)

5 (5)

6 (4)

7 (3)

9 (3)

11 (2)


Таблица 6.6. Итоговая статистика данных об объеме спроса

	Итоговая статистика
	Значение

	Минимум

Максимум

Среднее
Медиана

Дисперсия

Коэффициент Лексиса

Асимметрия
	0,000

11,000

1,891

1,000

5,285

2,795

1,655
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Рис. 6.3. Гистограмма данных о размере спроса

6.2.2. Оценка параметров
Определив одну или несколько кандидатур семейств распределения, мы должны задать значения их параметров, чтобы распределения были полностью определены и могли использоваться при моделировании. Для выдвижения гипотезы о распределениях использовались независимые и одинаково распределенные данные X1, X2, …, Xn. Эти же данные можно использовать и для получения оценок параметров распределения. Когда данные применяются непосредственно для определения численного значения неизвестного параметра, то говорят, что мы оцениваем этот параметр по данным [5, с. 398–400].
Оценочная функция является числовой функцией данных. Существуют различные способы определения формы (вида) оценочной функции для конкретного параметра заданного распределения. Будем использовать оценки максимального правдоподобия, т. к. они имеют ряд преимуществ перед другими методами.

Опишем суть метода на дискретном примере. Допустим, мы выдвинули предположение о дискретном распределении данных, в котором есть один неизвестный параметр θ. Пусть pθ(x) обозначает меру вероятности этого распределения, чтобы параметр θ был частью обозначения. Если независимые и одинаково распределенные данные X1, X2, …, Xn  уже зарегистрированы, то функцию правдоподобия L(θ) можно определить так:
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Теперь L(θ), которая всего лишь является совместной вероятностной мерой, поскольку данные независимы, указывает вероятность (правдоподобность) получения данных наших наблюдений, при условии, что θ является значением неизвестного параметра. Затем оценка максимального правдоподобия неизвестного значения θ, которую мы обозначим 
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, определяется как значение θ, максимизирующее функцию L(θ), т. е. 
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 «лучше всего объясняет» собранные данные. В случае с непрерывными данными оценки максимального правдоподобия не имеют такого простого интуитивного объяснения, поскольку вероятность того, что непрерывная случайная величина равна любому постоянному числу, всегда равна 0. Тем не менее, и в случае непрерывных распределений данный метод применяется. Если fθ(x) обозначает предполагаемую плотность распределения вероятностей, то функция правдоподобия задается так:
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Оценка максимального правдоподобия 
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 параметра θ определяется как значение θ, максимизирующее функцию L(θ) для всех допустимых значений θ.

Пример 6.3. Для экспоненциального распределения θ = β (β > 0) и 
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 для x ≥ 0. Функция правдоподобия: 
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и мы ищем значение β, максимизирующее L(β) для всех β > 0. Такая задача выполняется легче, если вместо работы непосредственно с L(β) работать с ее логарифмом. Таким образом, определяем логарифмическую функцию правдоподобия как:
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Поскольку логарифмическая функция является строго возрастающей, то максимизация L(β) эквивалентна максимизации l(β), что выполнить гораздо проще, т. е. 
[image: image154.wmf]b

ˆ

 тогда и только тогда максимизирует L(β), когда 
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 максимизирует l(β). Таким образом:
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равно нулю тогда и только тогда, когда 
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 – максимизатор l(β) (в отличие от минимизатора или точки перегиба кривой), достаточно того, что значение 
[image: image159.wmf]2

2

d

d

b

l

, определенное по 
[image: image160.wmf])

n

(

X

=

b

, является отрицательным. Но 

[image: image161.wmf]å

=

-

=

n

i

i

X

n

l

1

3

2

2

2

2

d

d

b

b

b

.

Значение второй производной будет отрицательным когда 
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, поскольку величины Xi являются положительными. Оценкой максимального правдоподобия β является 
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. В данном случае оценка максимального правдоподобия вполне естественна, т. к. β – это среднее предполагаемого распределения, а оценка максимального правдоподобия – выборочное среднее. Для данных из примера 6.1 
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Пример 6.4. Была выдвинута гипотеза, что дискретные данные в примере 6.2 получены из геометрического распределения. В этом случае θ = p (0 < p <1) и 
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 для х = 0, 1, ... Функция правдоподобия:
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Прологарифмировав эту функцию, получим:
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Дифференцируя l(p), находим:
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dl/dp = 0 тогда и только тогда, когда 
[image: image170.wmf]1

1

+

=

)

n

(

X

p

. Чтобы убедиться, что p является максимизатором, нужно обратить внимание, что 
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 выполняется для любого действительного p. Таким образом, оценка максимального правдоподобия p составляет 
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6.2.3 Определение наиболее подходящего распределения

Для определения «качества» подобранных распределений применяются различные эвристические процедуры и критерии согласия для проверки гипотез [5, с. 402–404].
Например, для непрерывных данных можно построить график плотности поверх гистограммы, изобразив 
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 поверх гистограммы h(x), и поискать сходство между ними. (Вспомните, что площадь под h(x) равна ∆b.)
Пример 6.5. Для данных об интервалах времени между прибытиями, представленных в примере 6.2, мы выдвинули гипотезу об экспоненциальном распределении и получили оценку максимального правдоподобия 
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Для гистограммы, изображенной на рисунке 6.1в, построим график плотности поверх гистограммы.
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Рис. 6.4. График плотности поверх гистограммы

6.3 Выбор распределения при отсутствии данных

В этих случаях часто используется треугольное распределение [5, с. 444–445]. Первый этап заключается в определении интервала [a, b], в который значение случайной величины Х будет попадать с вероятностью, близкой к 1, т. е. P(X < a или X > b) ≈ 0. Величины a и b определяются с помощью экспертных оценок. На втором этапе у экспертов запрашиваются и оценки наиболее вероятного значения случайной величины Х, т. е. значение параметра с. При заданных a, b и с считается, что случайная величина Х имеет треугольное распределение в интервале [a, b] с модой с. Для генерирования случайной величины с треугольным распределением используется следующий алгоритм [5, с. 537–538].
Заметим, что если Х ~ triang[0, 1, (c – a)/(b – a)], то Х΄ = a + (b – a)Х ~ triang(a, b, c). Поэтому можно ограничиться рассмотрением случайной величины с распределением triang(0, 1, c), где 0 < c <1.

1. Генерируем U ~ U(0, 1).

2. Если U ≤ c, возвращаем 
[image: image178.wmf]cU

X

=

. В противном случае возвращаем 
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Если о случайной величине ничего не известно, кроме ее области [a, b], то можно использовать равномерное распределение U(a, b).
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